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RESUMEN: La interferencia de la luz y de la materia se aborda de manera muy distinta, a pesar de que sea
producida por arreglos experimentales con la misma configuracién a escala diferente, que entregan resultados
de morfologia similar, llamados patrones de interferencia. El aparato matematico empleado para la prediccion
de los patrones de interferencia es similar y se basa en la superposicién de funciones de onda. No obstante,
mientras que en el caso de la luz la superposicién de ondas es un principio fenomenoldgico que conduce a
explicaciones fisicas, en el caso de la materia, las funciones de onda no tienen significado fisico, por lo que
su superposicién no conduce a explicaciones fenomenolégicas. Asi, fenémenos fisicos andlogos no se explican
con base en causas naturales comunes y necesarias, como lo establecen las dos reglas de filosofia natural de
Newton vigentes para el andlisis de resultados experimentales. En este trabajo se proponen fundamentos
conceptuales para una teoria basada en un nuevo principio fisico de interferencia, tanto para luz como para
la materia, que supera tales limitaciones y se ajusta a las reglas filoséficas de Newton.

PALABRAS CLAVE: Interferencia, ondas, particulas, coherencia.

ABSTRACT: Interference of light and matter is quite differently dealt, although in both cases it is produ-
ced by experimental arrangements with the same settings on a different scale, that deliver results of similar
morphology, called interference patterns. The mathematical apparatus used for the prediction of the inter-
ference patterns is similar and based on the superposition of wave functions. However, while in the case of
light the wave superposition is a phenomenological principle leading to physical explanations, in the case
of matter, the wave functions do not have physical meaning, so that their superposition does not lead to
phenomenological explanations. So, analogous physical phenomena are not explained on the basis of common
and necessary natural causes, as established by two Newton’s rules of natural philosophy still valid for the
analysis of experimental results. In this paper, conceptual foundations for a unified theory based on a new
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FUNDAMENTOS CONCEPTUALES DE UNA TEORIA DE INTERFERENCIA UNIFICADA PARA ONDAS Y PARTICULAS
physical interference principle are introduced. They overcome the limitations of the conventional theories
and follow the Newton’s philosophical rules.

KEYWORDS: Interference, waves, particles, coherence

1. INTRODUCCION

La interferencia se considera prueba irrefutable de la naturaleza ondulatoria tanto de la luz como
de la materia (Born & Wolf, 1993; Feynman et al., 1965). En ambos casos, los arreglos experi-
mentales, llamados interferémetros, tienen la misma configuracion, siendo la escala de su diseno su
principal diferencia. Los resultados son patrones de franjas de intensidad luminosa o de densidad
de particulas, cuya forma y distribuciéon depende de parametros homdélogos en los interferémetros
respectivos (Born & Wolf, 1993; De Martini et al., 1994). Por lo tanto, es razonable concluir que la

interferencia de la luz es el mismo tipo de fenémeno que la interferencia de la materia.

No obstante, sus descripciones tedricas son muy diferentes. Mientras que para la interferencia de
la luz se ha desarrollado una teoria explicativa y predictiva, para la de la materia, la teoria es
s6lo predictiva (Born & Wolf, 1993; Feynman et al., 1965; De Martini et al., 1994). La primera
se basa en el principio de superposicion de ondas, del que se deduce matematicamente la ley
general de interferencia (Born & Wolf, 1993). Su aplicacién a las ondas electromagnéticas que se
propagan en el interferémetro conduce tanto a una descripcion “pictorica” del fenémeno como a
una prediccién precisa de los resultados. En contraste, las funciones de onda de la segunda teoria
son consideradas objetos matemadticos puros (amplitudes complejas de probabilidad), carentes de
significado fisico (Feynman et al., 1965; De Martini et al., 1994). El punto de partida para su
aplicacion son los postulados de Max Born, de los que se deduce la densidad de probabilidad para
la detecciéon de una particula en una posicién y un instante especificos (Feynman et al., 1965).
Tales densidades de probabilidad predicen de manera muy precisa los patrones de interferencia de
particulas, que la ausencia de principio fisico impide explicar fenomenoldogicamente. Ese vacio ha
generado un halo de misterio, acrecentado por el hecho de que los patrones de interferencia de
particulas pueden construirse con secuencias de particulas singulares, emitidas y detectadas una
a una en el interferémetro. Se ha intentado disiparlo apelando a hipétesis externas de naturaleza
no—causal, tales como: dualismo onda—particula, auto—interferencia y colapso de la funciéon de onda
(Feynman et al., 1965; De Martini et al., 1994). Asi, fenémenos fisicos anilogos, como lo son la
interferencia de la luz y la de la materia, no son explicados a partir de causas necesarias comunes,
como lo prescriben las dos reglas de filosofia natural de Isaac Newton, vigentes aun para el andlisis

de comportamientos experimentales (Newton, 2011):
“REGLA PRIMERA: No deben admitirse més causas de las cosas naturales que aquellas
que sean verdaderas y suficientes para explicar los fenémenos.”
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“REGLA II: Por ello, en tanto que sea posible, hay que asignar las mismas causas a los

efectos naturales del mismo género”

El principio de superposicién de ondas fue establecido por Thomas Young a inicios del siglo 19,
para dar cuenta del resultado de su celebrado experimento de la doble rendija, una versién mejo-
rada del ideado por Francesco Maria Grimaldi (Grimaldi, 1665) alrededor de siglo y medio antes
(Young, 1804):

“... we may be allowed to infer that a homogeneous pencil of light is possessed of

opposite qualities, capable of neutralizing or destroying each other, and of extinguishing

light where they happen to be united”

Con base en él, Augustin—Jean Fresnel formalizé por primera vez los fenémenos de interferencia y
difraccién de la luz (Iizuka, 1985; Born & Wolf, 1993; Sepiilveda, 2003), iniciando la edad de oro de
la concepcion ondulatoria de la luz que ocuparia todo el siglo 19, y cuya cima fue el descubrimiento
de su naturaleza electromagnética por James Clerk Maxwell, hace siglo y medio (Ilizuka, 1985; Born
& Wolf, 1993; Sepilveda, 2003).

El origen experimental de la concepcion ondulatoria de la luz contrasta con el tedrico de la
concepcion ondulatoria de la materia. Basado en una hipdtesis de simetria de la naturaleza, Louis
de Broglie intuyé el comportamiento ondulatorio de la materia (De Broglie, 1930). Las evidencias
experimentales de difraccién de electrones fueron aportadas independientemente por Clinton
Davisson y Lester Germer (Davisson & Germer, 1927) y por George Thomson (Thomson, 1928),
poco tiempo después. Desafortunadamente, a causa de sus limitaciones conceptuales, la hipdtesis
de Louis de Broglie fue sustituida por la interpretaciéon de la mecéanica cudntica establecida por
la Escuela de Copenhague (Sepilveda, 2003). En el marco de esta interpretacion, la densidad de
probabilidad obtenida al aplicar los postulados de Born a la superposicién de amplitudes complejas
de probabilidad, no tiene como objetivo determinar la causa necesaria que explique la interferencia
de la materia, sino sdlo predecir el patrén de interferencia de particulas que debe formarse a la
salida del interferémetro. En la segunda mitad del siglo 20, Richard Feynman extendi6 el analisis
conceptual del experimento de Young, incluyendo el comportamiento de balas y gotas de agua
conjuntamente con el de electrones individuales (Feynman et al., 1965). Refiriéndose a este ultimo

experimento, afirmo:

“A phenomenon which is impossible to explain in any classical way and which has in it
the heart of Quantum Mechanics. In reality, it contains the only mystery of Quantum

Mechanics”

La diferencia de fundamentos de las teorias de interferencia no ha impedido los avances tedrico y

tecnolégico de la éptica, tanto cldsica (ondas electromagnéticas) como cudntica (fotones y ondas de
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materia) (Born & Wolf, 1993; Feynman et al., 1965; De Martini et al., 1994; Mandel & Wolf, 1995).
Sin embargo, logros recientes tanto a nivel basico como tecnolégico han resaltado la pertinencia
de este viejo problema. A inicios de 2015 se reportd por primera vez la observacién simultanea del
comportamiento corpuscular y ondulatorio de las ondas electromagnéticas (Piazza et al., 2015), lo
que senala la necesidad de revisar los apartes de la fisica que excluyen la observacién simultanea
de dichos comportamientos. Adicionalmente, el control del comportamiento ondulatorio de gran-
des moléculas ha sido subrayado por la nano-tecnologia de dispositivos organicos fabricados por
procedimientos interferométricos (Capelli et al., 2010; Sugimoto et al., 2004; Capozzi et al., 2015).
En efecto, dicho comportamiento tiene una influencia definitiva sobre la calidad de los dispositi-
vos producidos. No se trata entonces de sélo estimar probabilidades de deteccién sino también y
principalmente, de controlar pardmetros experimentales deterministicos. Asi, un nuevo modelo fisi-
co parece ser requerido actualmente para desarrollar de manera competitiva la miniaturizacién de
chips integrados, que reemplacen la tecnologia de silicio por tecnologia organica (Forrest, 2004; Ge-
linck et al., 2010; Xu et al., 2005).

En resumen, es claro que la superposicién de funciones de onda no constituye un principio fe-
nomenoldgico general para explicar la interferencia tanto de la luz como de la materia. Ademsds,
a pesar de ser requerida, una teoria realista unificada no ha sido concebida hasta ahora. Asi, la
formulacién de un nuevo principio de interferencia, que sustituya a la superposicion de funciones
de onda y explique de igual manera el comportamiento de la luz y de la materia en un interfe-
rémetro sin apelar a premisas fenomenoldgicas “misteriosas”, es un desafio intelectual abierto y
pertinente. Abordarlo requiere introducir nuevos conceptos, terminologia e interpretaciones fisicas
en los modelos matematicos bien establecidos, lo cual constituye el objeto principal del presente
trabajo. En esta entrega se presentara en detalle la reflexiéon sobre los fundamentos conceptuales de

la teoria y, en la siguiente, se reportardn las evidencias numéricas y experimentales que la respaldan.

Es importante tener en cuenta, no obstante, que esta reflexion no es de caracter epistemoldgico sino
tedrico, no se realiza en el contexto de la mecanica cudntica sino en el de la teoria de coherencia
y no atane prioritariamente a la capacidad predictiva de la mecanica cuantica en relacién con la
interferencia y la difraccién de particulas, sino a las limitaciones de su capacidad explicativa, deri-
vada de su necesidad de recurrir a la hipétesis ampliamente difundida de que los objetos cuanticos
se propagan como ondas pero interactiian como particulas. Esta reflexion es un primer paso pa-
ra mostrar, desde la teorfa de coherencia, que en el caso especifico de la interferencia (extensible
a la difraccién) esa hipdtesis no es necesaria y por lo tanto, las imagenes que de ella se derivan
(colapso del frente de onda, auto—interferencia y deslocalizacién de las particulas) son, asi mismo,
hipdtesis superfluas. Las evidencias con las que se prepara la segunda entrega muestran que, en los
experimentos de interferencia (incluyendo modulaciones de difraccién), las particulas y las ondas

mantienen sus atributos fisicos exclusivos y excluyentes.

V 5 N°1 Enero-Junio de 2016 ¢ ISSN 0121-747X / ISSN-e 2357-5749 e DOI: https://doi.org/10.15446 /rev.fac.cienc.vbn1.55861 e Articulo 79

Investigaciéon



ROMAN CASTANEDA

Figura 1: Descripcién conceptual de la configuraciéon de un interferémetro. Fuente: Elaboracién propia.

Es sensato asi mismo aclarar que el alcance de esta reflexion no sobrepasa los limites del tema,
es decir, no se pretende en ningin momento imponer la generalizacién del resultado en ambitos
diferentes a la interferencia y la difraccién. No obstante, a pesar de lo especifico del tema, su

trascendencia al abordar “el iinico misterio de la mecédnica cuantica” justifica su pertinencia.

2. INTERACCION VS. SUPERPOSICION

El nuevo principio debe responder la pregunta fundamental sobre las causas necesarias y suficientes
para la interferencia, tanto de la luz como de la materia. Con tal fin, abordaremos una reformulacién
novedosa del aparato matemadtico comun de ambas teorias, para acuniar los nuevos elementos
tedricos requeridos, teniendo presente que los interferometros para la luz y para la materia tienen
usualmente las mismas configuraciones a escala diferente, y los patrones de interferencia son
distribuciones de energia en franjas registrados por detectores de mdédulo cuadrado, proporcionales
a la irradiancia de la luz y a la densidad de particulas respectivamente (Born & Wolf, 1993; De
Martini et al., 1994).

Un modelo matematico comun para la interferencia de la luz y de la materia se apoya en
las correlaciones de funciones complejas en parejas de puntos en el espacio. Este modelo es
especialmente 1til porque las funciones complejas involucradas son las soluciones a las ecuaciones
de Helmholtz en espacio libre, que representan las partes temporalmente independientes, tanto
de la ecuacion de ondas para la propagacion de la luz como de la ecuacién de Schrodinger para

el movimiento de particulas de materia en los interferémetros (Born & Wolf, 1993; Feynman et
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Figura 2: Descripcién conceptual de la configuracién de una de las etapas del interferémetro en la Figura 1. Se
indican las coordenadas reducidas en los planos de entrada E y de salida S. Los circulos sombreados representan los

soportes estructurados de coherencia espacial. Detalles en el texto. Fuente: Elaboracién propia.

al., 1965; De Martini et al., 1994; Mandel & Wolf, 1995). En efecto, las funciones de correlacién
de dos puntos se obtienen resolviendo dos ecuaciones de Helmholtz con igual valor propio, cada
una asociada a uno de los puntos de la correlacién, por el método de funciones de Green y bajo las

condiciones de frontera impuestas por la configuracién del interferémetro (Mandel & Wolf, 1995; De
Martini et al., 1994).

Es importante tener en cuenta que un interferémetro es un arreglo de dos etapas en cascada,
delimitadas por tres planos (Figura 1). La etapa FG, denominada etapa de preparacién del
experimento, es el volumen delimitado por el plano de entrada F, donde se ubica la fuente de
luz o de particulas, y el plano de salida G donde se ubica la méscara de interferencia. La etapa
GH, denominada etapa de realizacién del experimento, es el volumen delimitado por el plano de
entrada G y el de salida H, siendo éste el sitio de ubicacion del detector de médulo cuadrado para el
registro de los patrones de interferencia. Asi, el plano G es, al mismo tiempo, el plano de salida de
la etapa de preparacion y de entrada a la etapa de realizacién. La operacion del interferémetro se
formaliza entonces determinando la correlacién de dos puntos en los planos de salida de cada etapa,
en funcién de las correlaciones de dos puntos en sus respectivos planos de entrada. Como dicha
formalizacion es idéntica para ambas etapas, se discutird en detalle para la configuracién genérica
de la Figura 2, de modo que su aplicacion a cada etapa sélo deberd ajustar las coordenadas y los

parametros correspondientes.
Las parejas de puntos, tanto en el plano de entrada E como en el de salida S, se identifican

univocamente mediante las coordenadas reducidas &, = {4 +Ep/2 y ry =14 £1p/2 respectivamente,
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donde los vectores con subindice A denotan las posiciones del punto medio entre la pareja

considerada, y los de subindice D denotan la separacion de la pareja. La solucion de las ecuaciones
de Helmholtz por el método de funciones de Green bajo las condiciones de frontera en la Figura 2
expresa la correlacién de dos puntos realizada en el plano de salida S, Wg(r,,r_), en términos de

la expansiéon modal

Woror) = [ a6 [ PepWi(e, £)@ps(6n,Eirriz,h), (1)

donde Wg(&4,&-) es la correlacién de dos puntos preparada sobre el plano de entrada E, la cual
incluye los aspectos fisicos y estadisticos relacionados con el fendmeno fisico (ondas o particulas) en
dicho plano; y ®gs(&4,&-;rs,r_;2, k) representa los modos no paraxiales definidos en el volumen
delimitado por los planos E y S. El procedimiento para obtener la expansiéon modal (1) es conven-
cional y se describe de manera detallada en Mandel & Wolf (1995) y Castaneda (2014).

Los modos no paraxiales son funciones escalares complejas y adimensionales, propias del operador
Laplaciano, que determinan la geometria del espacio en dicho volumen sin restricciones de aper-
tura numérica, distancia de propagaciéon ni tamanos de las areas afectadas en los planos E y S,
y con independencia del fenémeno fisico que se propague en él (Castaneda, 2014). k = 27/ )\/, con
A una longitud caracteristica del arreglo, a lo largo de la cual el argumento de fase de los modos
no paraxiales evoluciona en 27w. Este parametro asegura la idoneidad del interferémetro para la
interferencia de luz o de materia de longitud de onda A = X esto es: ondas electromagnéticas de
frecuencia v y velocidad de propagacién en el vacio ¢ = Av, fotones de energia E, de modo que
AE = he, con h la constante de Planck, y particulas de materia de momentum p , de modo que
Ap = h, una vez que el experimento se ponga en marcha. Asi, ) es una caracteristica del interfe-
rémetro denominada métrica de escala espacial (Castaneda, 2014) Si A # \, entonces el fenémeno
fisico de longitud de onda A no podra ser transportado a través de la geometria definida por el
modo con métrica de escala espacial X" . Se debe a la condicién de acople N = A, entre el fenémeno
fisico y el interferémetro, que la escala de diseno de la méascara de interferencia para particulas
sea nanomeétrica, mientras que para ondas electromagnéticas en el visible sea micrométrica y para

microondas sea de centimetros.

La forma matemética de los modos no paraxiales estd dada por Castaneda & Muifioz (2013)

3% - —&p)/2
Pps(&e,&ire,rosk, z) = (E) tE(&)t*E(g_)(Z;lf::ffjf(zg?g;)l;;é|)
X(z+|Z+I'A—§A—(I'D_€D)/2|) (2)

|z +1a- € (xp—Ep) [2F
xexp (ik|z+1a—Ea+(rp—=&p) /2| —ik|z+ra-Ea—(rp - &D) /2])

con tp(&:) = [tp(&s)|explive(£s)] la transmisién compleja en los puntos &, del plano E. Las ecua-
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ciones (1) y (2) separan los aspectos geométrico y fisico, atribuyendo el primero a la configuracién

interferométrica y el segundo al tipo de fuente empleada.

A pesar de tener unidades de energia, las correlaciones de dos puntos no son en general observables
fisicos, por lo que no pueden ser registradas directamente por detectores de médulo cuadrado. Sin
embargo, contienen el observable fisico registrable por dichos detectores, denominado espectro de
potencia (Mandel & Wolf, 1995), el cual se determina simplemente evaludndolas para separacién

nula, esto es, Sp(€a) = Wg(€4,£4) en el plano E y Ss(ra) = Wg(ra,ra) en el plano S. Asi,

Ss(ea) = [ dea [ dPeoWn(€r &) Pps(Ee & irain k), (3)

describe la realizacion del espectro de potencia en el plano S, el cual corresponde a distribuciones
de irradiancia de ondas o de densidad de particulas. Las ecuaciones (1) y (3) son la base de nuestro
modelo. Su aplicacion es necesaria en la etapa FG del interferémetro, para la preparacién de la
correlacién de dos puntos y del espectro de potencia sobre el plano de la méscara de interferencia.
En la etapa GH sdlo es necesaria la ecuacién (3) para la realizacién del patrén de interferencia en el
plano del detector. Aunque estas ecuaciones son validas en el marco de las teorias de interferencia
convencionales, su forma actual conduce a un primer acercamiento interpretativo, novedoso y

unificado, al fenémeno de interferencia, con las siguientes caracteristicas:

i) El nimero maximo de modos en cada etapa del interferémetro es definido por la configuracién
de la etapa bajo la suposicion de que todas las parejas de puntos posibles en su plano de

entrada estan correlacionadas.

ii) De estos conjuntos modales, la preparaciéon del espectro de potencia en la etapa FG y su
realizaciéon en la etapa GH emplea el minimo subconjunto, mientras que la preparacién de la
correlacion de dos puntos en la etapa FG debe emplear un subconjunto mayor al asociado al

espectro de potencia en dicha etapa, pero menor o igual al conjunto maximo.

iii) Las correlaciones de dos puntos en los planos F y G operan como filtros modales, ya que
determinan la extension del conjunto de modos no paraxiales para la etapa de la que son

entrada, y asignan pesos relativos a los modos seleccionados.

iv) Se emplean los términos preparacién y realizacién del experimento, en lugar de la nocién
de frentes de onda o amplitudes complejas de probabilidad propagandose en cada etapa del

interferéometro.

Se considera ahora la integral interna de la ecuacién (1), esto es,

Wes(§asty,ro) = fEdQEDWE(&,f—)‘I’ES(&,5—;r+,r—;Z,k), (4)

cuyas unidades de energia son conferidas por la correlacién de dos puntos en su integrando.

Wges(€a;ry,r_) estd definida en el volumen de la configuracién en la Figura 2, y relaciona un
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punto en una posicién especifica del plano E con una pareja arbitraria de puntos sobre el plano S.

Su evaluacién para separacion nula en el plano S, Wgg(§4;r4), es la integral interna de la ecuacién
(3), que relaciona el punto en el plano E con el punto medio entre la pareja de puntos del plano S. Si
consideramos todas las parejas de puntos en el plano S con el mismo punto medio, para las cuales la
ecuacién (4) toma valores no nulos, la geometria asociada a Wgg(€4;r4,r_) es un cono con vértice
en la posicion £4 y base cubriendo las parejas de puntos correlacionados en el plano S, con punto
medio ry (Figura 2). La directriz de este cono serd la geometria asociada a Wgg(£4;r4). Tales
geometrias se deben a la superposiciéon de los modos no paraxiales en el integrando de la ecuacién
(4), y a través de ellas se transporta al plano S la energia aportada desde cada punto en el plano
E, parte de la cual contribuye a la correlacién de dos puntos mientras que el resto se destina al

espectro de potencia.

El dominio de integracién de la ecuacién (4) es la regién de pares de puntos con separaciones &p
e igual punto medio £4, para los cuales la correlacién de dos puntos en el plano E toma valores
no nulos (Figura 2). Dicha regién, centrada en {4 se denomina soporte estructurado de coherencia
espacial (Castafieda et al., 2011). Alrededor de cada posicién £4 del plano E puede determinarse
un soporte estructurado, excepto si la correlacién es nula para todas las parejas de puntos. Asi, el
valor de Wgg(€4;r4,r_) en el vértice del cono no tiene un significado local sino extendido, excepto
en el caso en que la correlacién de dos puntos alrededor de él sea nula. Ese valor de energia sera
transportado a través del cono correspondiente hasta el plano S, de modo que la correlaciéon de
dos puntos y el espectro de potencia en ese plano resultan de sumar apropiadamente las energias

transportadas a través de todos los conos.

Es razonable entonces suponer emisores puntuales en los vértices de los conos (o equivalentemente,
en los centros de los soportes estructurados del plano E, Figura 2), que emiten la energia
transportada a través del volumen del cono respectivo. Teniendo en cuenta que el espectro de
potencia es un observable fisico pero la correlacién de dos puntos no lo es, es til suponer dos tipos

diferentes de emisores puntuales, a saber:

(1) Emisores puntuales reales: que emiten el valor del espectro de potencia en cada posicién &4

(1) Emisores puntuales virtuales: que emiten la energia aportada por la correlacién de dos puntos

en el soporte estructurado centrado en cada posicién €4

Para especificar las emisiones de estos emisores puntuales, introduzcamos la funcién adimensional
1=6(&p)+[1-0(&p)], con 6(Ep) la funcién delta de Dirac (Mandel & Wolf, 1995) en el integrando
de la ecuacién (4) (para asegurar el cardcter adimensional de esta funcién, suponemos que los deltas
de Dirac estan multiplicados por una constante de magnitud uno, con unidades inversas a las de

ellos). Esto conduce a Wgg(§a;rs,r-) = W%?({A;rhr_) + ng)(fA;rJr,r_), con
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W](E]?(gA;rﬂr*) = Sp(§a)PEs(§a;rs, 132, k) (5)

determinada por el primer término de la funciéon adimensional, y que describe el transporte de
espectro de potencia emitido por el emisor puntual real en el vértice del cono, a través del volumen

del mismo, y

Whs(€airer) = [ deoWa(E,€)Prs(E, it 2,k) (6)
¢p#0

determinada por el término en corchetes de la funcién adimensional, que describe el transporte de
la energia de la correlaciéon de dos puntos emitida por el emisor puntual virtual en dicho vértice.
Ambos tipos de emisores puntuales, distribuidos en el plano E, contribuyen tanto a la correlacién de
dos puntos como al espectro de potencia en el plano S. No obstante, cada tipo emplea un subconjun-
to diferente de modos para el transporte de la energia que emiten. En efecto, los emisores puntuales
reales s6lo emplean el subconjunto minimo de modos (cada emisor, un modo de ese subconjunto)
todos ellos con la misma geometria; mientras que los emisores puntuales virtuales emplean un sub-
conjunto de modos adicionales, que puede llegar al conjunto maximo, dependiendo de la correlacién
de dos puntos en el plano E. Asi, los conos empleados por los emisores puntuales virtuales pueden
tener diferente geometria, dependiendo de la correlaciéon de dos puntos en el soporte estructurado

correspondiente.

La discretizacion del conjunto de emisores reales ha sido demostrada como una propiedad fisica
(Castaneda et al., 20132), de modo que habra posiciones reservadas sélo para emisores puntuales

virtuales, donde Wgg(£a;r4,r_) = ng({ A;T4,r_). Ademds, en las posiciones alrededor de las

cuales la correlacién de dos puntos se anula se cuample Wgg(§4;r,,r-) = Wg? (€a;r4,12). Pero, pa-
ra las posiciones compartidas por emisores puntuales reales y virtuales se cumple Wgg(£4;r,,1_) =
Wg‘? (Ea;re,ro) + Wg;)(g A;r4,r_), Figura 2. Esta propiedad fisica de las distribuciones de emi-
sores puntuales reales y virtuales tiene un impacto algoritmico crucial: los experimentos de inter-
ferencia son caracterizados con plena exactitud mediante conjuntos finitos y contables de emisores
puntuales y modos no paraxiales, de modo que las integrales en todas las expresiones anteriores
pueden reemplazarse por sumatorias entre limites apropiados (Castaneda & Munoz, 2013; Casta-
neda et al., 20132; Castaneda, 20142). Por simplicidad mantendremos la notacién de integrales en

lo que resta del articulo.

Se arriba asi a un segundo acercamiento interpretativo al fenémeno de interferencia, que mantiene
el timbre novedoso y unificado. El término preparacion del experimento significa determinar los
soportes estructurados y el espectro de potencia sobre el plano de la méscara de interferencia,
aportados por la distribucion especifica de emisores puntuales reales y virtuales que caracteriza a la

fuente de ondas o de particulas en la etapa FG del interferometro. Esta interpretacién implica que el
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(a)

Figura 3: Distribucién de emisores puntuales reales (nueve puntos blancos) y emisores puntuales virtuales (circulos)
en la mdscara de interferencia de la Figura 1, cuyas aberturas puntuales s6lo contienen un emisor real y son (a) no
correlacionadas, (b) parcialmente correlacionadas (los soportes estructurados sélo contienen parejas consecutivas,
pero la correlacién sobre las diagonales es menor) y (c) completamente correlacionadas (los colores denotan la

diferencia de niimero de parejas contenidas en cada soporte estructurado). Fuente: Elaboracién propia.

término correlacion no denota exclusivamente un atributo fisico de la fuente de ondas o particulas,
sino un atributo geométrico del interferémetro, moldeado por los atributos fisicos de la fuente. Por
su parte, el término realizacién del experimento significa determinar el espectro de potencia en el
plano del detector, aportado por la distribucién especifica de emisores puntuales reales y virtuales
seleccionada por la méscara de interferencia en la etapa GH del interferémetro.

Para comprender el papel de los emisores puntuales y sus conos en cada etapa del interferémetro,

consideremos la ley de conservacién de la energia total en el arreglo de la Figura 2.

[ ease(en) = [ drassa). ™)
donde

Ss(ra) =SS (ra) + S (ra), 8)
con

S = [ BeaWes(@arnnk) v S = [ [ dad*oWes(6, &irain k)

SD#O
(9)
De estas expresiones se deduce, de manera inmediata y sin dificultad matematica, que

Ld2rA¢ES(£A§rA;Z»k):1afsd27'A(I)ES(£+af—§rA§Zak):0 y /SdQTASS(TA)=[Ed2§ASSER)(5A)
(10)
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Este resultado tiene las siguientes implicaciones:

(1) Solo la energfa emitida por los emisores puntuales reales determina la energfa total.

(1) La geometria de los conos empleados por los emisores virtuales oscila entre valores positivos
y negativos de suma nula. Al distribuirse sobre esos conos, Sév)(r A) toma valores positivos
y negativos que hacen que no sea un observable fisico. En contraste, SéR)(r 4) 20 es un
observable fisico, puesto que Ss(rs) > 0 también lo es. Es de esperar entonces que la
geometria de los conos empleados por los emisores reales esté determinada por funciones

reales y positivo—definidas, que aseguran la condiciéon de normalizacion anterior.

(111) La condicién SéR)(rA) > ‘Sév)(rA)’ para ng)(rA) < 0 es de obligatorio cumplimiento. Esta
condicidén asegura el caracter de observable fisico del espectro de potencia y acota las emisiones

de los emisores virtuales para dar cumplimiento a ley de conservacion de la energia total.

(1v) Si la correlacién es la méxima para toda pareja de puntos en el plano E, entonces, variando
continuamente la distancia entre los planos E y S, se identifican lugares geométricos de puntos
donde Sg(rag) = 0, y por lo tanto Sév)(rA) <0y SéR)(I'A) = ‘ng)(rA)‘. Dichos lugares
geométricos constituyen direcciones prohibidas para el transporte de energia en el volumen
del arreglo. Teniendo en cuenta la ley de conservacion de la energia total, estas direcciones
prohibidas delimitan zonas preferenciales para el transporte. Al disminuir la correlacién de dos
puntos en el plano E, las direcciones prohibidas desaparecen aunque las zonas preferenciales
permanecen, mientras los valores de la correlacién no sean despreciables. De hecho, no habra
regiones preferenciales para el transporte si la correlacién se anula para todo par de puntos

en el plano E.

La implicacién (II) puede corroborarse a partir de la ecuacién (2), la cual conduce sin dificultad a
los siguientes resultados: ®or(§4,8-1a5k,2) = PLy (6o, &srask, 2) y

z+|z+r,4—§14|)2 (1)

|z +1r4—-&al?

El segundo resultado corrobora la expectativa sobre los conos de los emisores reales, mientras que

2
Pps(Easra;z,k) = (ﬁ) |tE(§A)|2(

el primero, conduce a

S0 =2 [ [ o FPeolWe(en RelPas(n irainbearliop(€n Ll (12

donde WE(£+7§—) = |WE(€+,§_)|GJJP[Z'OZE‘(S_Hg_)],WE(§+,€_) = WE*‘(£+7§—) y Re denOta‘ la pa‘rte
real (Castaneda, 2014). Esta expresién es obtenida asociando los valores del integrando para los
dos grados de libertad en orientacién de los vectores de separacién. Se corrobora asi que Sév)(r A)

es una funcién real que, en general, oscila entre valores positivos y negativos, por lo que no se trata
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de un observable fisico.

Las implicaciones anteriores conducen al siguiente paso en el nuevo acercamiento interpretativo de
la interferencia: los conos de los emisores virtuales modulan la geometria de los conos de los emi-
sores reales, de tal manera que la geometria definitiva en el volumen del arreglo presentard zonas
preferenciales para el transporte de la energia del plano E al plano S. Una vez puesto el experimento
de interferencia en operacion, la energia emitida por los emisores radiantes serd modulada por la
emitida por los emisores virtuales, de modo que el espectro de potencia tenderd a concentrarse en
las zonas preferenciales. Esta tendencia es la que causa la formacién de patrones de franjas en el
plano S. Por tal motivo es razonable denominar a los conos de los emisores puntuales virtuales
y a la energia que emiten, conos moduladores y energia moduladora respectivamente. Tanto los
conos moduladores como la energia moduladora pueden manipularse a través de la configuracién

del arreglo y de la correlacion de dos puntos en el plano E.

Para aplicar esta interpretacién a un experimento de interferencia con luz o con materia, es necesario
tener en cuenta que la emision de un emisor puntual real representa tanto la irradiancia de la onda
en la posicion del emisor como la energia de la particula que cruza por la posicién del emisor. Esto
significa que los emisores puntuales reales son plenamente compatibles con los procesos de emisién
de luz y de materia en las fuentes, su transmision en la méascara de interferencia y su absorcién en

los detectores, los cuales son fundamentalmente procesos locales (Feynman et al., 1965).

Considerando en particular la etapa GH del interferémetro en la Figura 1, los resultados anteriores
indican que la luz o las particulas asociadas a las emisiones singulares de los emisores puntuales
reales en la méascara del interferémetro podran seguir cualquier trayectoria contenida en los conos
de estos emisores hasta el detector, solo en el caso en que no haya emisores puntuales virtuales en
el plano de la méascara. Luego de un nimero significativo de emisiones, la energia correspondiente
llenard todo el volumen de los conos, produciendo un registro sin modulacién en el detector, esto
es Sy(ra) = SI(LIR)(I' A4) no presenta franjas de interferencia puesto que quv)(r 4) = 0 sobre todo el
plano H. Pero en el caso en que haya emisores puntuales virtuales asociados a maxima correlacién
entre todas las parejas de puntos en el plano de la maéscara, habrd direcciones prohibidas para
las trayectorias de las emisiones singulares. Asi, dichas trayectorias se concentraran en las zonas
preferenciales, de modo que un numero significativo de emisiones las llenara, revelando de paso las
direcciones prohibidas. El resultado registrado por el detector serd entonces un patréon de franjas de
alto contraste descrito por la ecuacién (6). El contraste disminuird en la medida en que la energia
moduladora disminuya a causa de una pérdida de correlacién entre las parejas de puntos en el plano
de la mascara, indicando la desaparicién de las direcciones prohibidas. En resumen, los emisores

puntuales virtuales son los responsables directos de la produccion de franjas de interferencia.

88 Revista de la Facultad de Ciencias Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin



FUNDAMENTOS CONCEPTUALES DE UNA TEORIA DE INTERFERENCIA UNIFICADA PARA ONDAS Y PARTICULAS
El analisis completo expuesto en esta seccién constituye el marco teérico para la formulacion del

nuevo principio de interferencia, tanto de la luz como de la materia, cuyo enunciado es el siguiente:

La causa necesaria y suficiente para la interferencia tanto de la luz como de la materia
es la interaccion entre cada emisor puntual real y los emisores puntuales virtuales,
distribuidos en el plano de entrada de la etapa de realizacion del experimento en el

interferémetro.

La ecuacién (6) es la ley que lo formaliza. Es importante observar que el hecho de que no haya fran-
jas de interferencia en ausencia de emisores puntuales virtuales significa que las interacciones entre
emisores puntuales reales estan prohibidas, y por lo tanto, que los emisores puntuales virtuales son
parte indispensable de la causa necesaria y suficiente de la interferencia. Esta conclusion marca la
distancia definitiva del nuevo principio de interferencia con la superposicién de funciones de onda,
usada como principio para la interferencia de la luz y como procedimiento de prediccién para la
interferencia de la materia, puesto que dicha superposicién solo es compatible con la interaccién

entre emisores puntuales reales.

Igualmente, las interacciones entre emisores puntuales reales y virtuales que comparten la misma
posicién estan prohibidas. Esto se concluye al considerar la correlacion de dos puntos en el plano E
del arreglo en la Figura 2. Aplicando un argumento matematico estdndar basado en la desigualdad

de Schwartz, que se detalla en (Castaneda, 2014), dicha correlacién se expresa como

Wi (&, €2) = pp (€ &)V SE(EDVSE(E) (13)

donde pg(&+,&-) es una cantidad adimensional, denominada grado complejo de coherencia espacial,
bien establecida en la teoria de coherencia espacial de la luz (Mandel & Wolf, 1995) y que aqui
extendemos para la interferencia de la materia. Esta cantidad presenta las siguientes caracteristi-
cas: 0 < |up(§+, &) < 1 up(8a,€a) = lne(€a,a) = 1y np(&s, &) = pip(8+,€-). Ademas, el soporte
estructurado de coherencia espacial centrado en cada &4 es la region dentro de la cual el grado

complejo de coherencia toma valores no nulos.

De acuerdo con la ecuacién (7), la ecuacion (8) determina Sg/)(r A) para separaciones no nulas,
pero no contribuye para separaciones nulas. Esto significa que la energia moduladora emitida por
el emisor virtual en la posicién £4 sélo actiia sobre las energias emitidas por los emisores puntua-
les reales en las posiciones &4 + {p/2, dentro de su soporte estructurado de coherencia espacial,
y no tiene efecto sobre la energia emitida por el emisor puntual real ubicado justo en el centro
del soporte. En otras palabras, el nuevo principio establece una interaccién no local como causa
necesaria y suficiente de la interferencia, con una caracteristica adicional: no es mandatorio que las

interacciones entre el emisor virtual en la posiciéon €4 y los reales en £4 + {p/2 sean simultdneas.
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De hecho, su ocurrencia individual permite comprender causalmente la formaciéon de patrones de

interferencia con particulas singulares, en la que la interaccién con el emisor real en una posicién
dada ocurre mucho antes o mucho después que la interaccién con el emisor real en la posicién si-
métrica. Por ultimo, cada emisor puntual real interactiia con todos los emisores puntuales virtuales

de los soportes estructurados a los que él pertenece.

Si bien esta caracteristica de las interacciones resuelve de manera causal y realista la formacién de
patrones de interferencia en experimentos con particulas singulares, eliminando el halo de misterio
que la rodea, también implica consecuencias novedosas. La primera es que, a pesar de la ecuacién
(8), no puede afirmarse que la correlacién de dos puntos es un atributo de las emisiones de emisores
reales, de modo que su significado debe ser revisado. La segunda es que no sélo las emisiones de los
emisores puntuales reales y virtuales son de naturaleza fisica diferente, sino también que la causa
misma que activa tales emisores es distinta. Es claro que el fenémeno fisico (onda o particula)
activa los emisores puntuales reales, sin embargo, para identificar la causa que activa a los emisores

virtuales retomemos las ecuaciones (1), (5) y (6), las cuales conducen a

We(re,r ) =W (e, e ) + W (rp 1), (14)

que representa la correlacién de dos puntos en el plano de la méscara, siendo éste el plano de salida

de la etapa de preparacion del experimento, FG del interferémetro, con

W ryr) = [ dPeaSpEa)Prs(Eaireroiz k) (15)

la contribucién debida a los emisores puntuales reales en el plano E, y

W er) = [ Peadonn(cn EVEREIVSHE) Prs (6 Eirariak)  (16)

Ep#0
la contribucién debida a los emisores puntuales virtuales en el mismo plano. Como se establecié an-
tes, el conjunto completo de modos no paraxiales en las expansiones 15 y 16 es determinado por las
condiciones de frontera impuestas por la configuracién del arreglo. Sin embargo, un subconjunto de
esos modos es finalmente seleccionado por la distribucién de emisores puntuales reales y virtuales en
el plano E, que en este caso es homologo del plano F del interferémetro. Es decir, esa distribucién de
emisores puntuales caracteriza a la fuente de ondas o particulas. Si esta es incoherente, como ocurre
con las fuentes térmicas, sélo el subconjunto minimo, empleado por los emisores reales determina la
correlacién de dos puntos en el plano S, que es homélogo al plano de la méascara del interferémetro,
es decir, Wg(ry,r_) = WéR)(rJr,r,) pues Wév)(n, r_) = 0 para toda pareja de puntos en el plano
S. Pero si la fuente tiene algiin grado de coherencia espacial, el nimero de modos seleccionados
serd mayor, hasta llegar al conjunto maximo establecido por la configuracion del arreglo, cuando la
fuente es completamente coherente. Los modos seleccionados determinan la geometria en el volu-

men del arreglo que especifica los soportes estructurados en el plano S, definiendo asfi la distribucién
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de emisores puntuales virtuales en dicho plano. En conclusién, dicha distribucién es esencialmente
una consecuencia de la geometria determinada por el subconjunto de modos seleccionados para el
volumen del arreglo, los cuales a su vez son determinados por su configuracién. El arreglo, en este

caso, representa a la etapa FG de preparacion del experimento en el interferémetro.

Por lo tanto, a diferencia de la naturaleza fisica de los emisores puntuales reales, la naturaleza de
los emisores puntuales virtuales es geométrica o espacial. Mas atin, mientras los emisores puntuales
reales representan al fendmeno fisico (onda o particula) en el interferémetro, los emisores puntuales
virtuales caracterizan al interferémetro mismo, de modo que el nuevo principio de interferencia
realiza plenamente el acople entre el fenémeno fisico y el interferémetro. Este aspecto refuerza su
distancia con las teorias de interferencia convencionales, que se basan primordialmente en propie-
dades atribuidas al fenémeno fisico. La interaccién entre emisores reales individuales y los emisores
virtuales de los soportes estructurados a los que los emisores reales pertenecen formaliza el acople
entre fenémeno fisico y arreglo experimental de una manera novedosa: el arreglo no interroga al

fenémeno sino que establece su comportamiento.

3. EVIDENCIA DE RESPALDO

Como se expresé en la introduccion, se esta preparando un segundo articulo para reportar eviden-
cias que dan un soporte firme al principio propuesto. No obstante, dado que el tema desarrollado se
refiere a un nuevo principio fisico, es importante senalar, por lo menos, la existencia de evidencias
de respaldo. Se hara referencia entonces a la reciente publicacién de Castaneda et al. (2016), en
la que se describe la interferencia de particulas sin recurrir a la dualidad onda—particula, y en ese
contexto se analizan experimentos de interferencia con electrones y moléculas pesadas, ademads de
resenar la prediccién de alfombras de Talbot (Talbot Carpets) especialmente ttiles para la fabrica-
cién de nano—dispositivos fotoelectrénicos. El andlisis de dichas evidencias se realizé aplicando el
modelo presentado en este articulo, pero sin referirse al principio sintetizado en la secciéon anterior,
pues la atencién se concentré en mostrar que la hipétesis de dualidad onda—particula, que senala
que los objetos cuanticos se propagan como ondas pero interactian como particulas, es innecesaria
en el contexto de la interferencia de particulas. Resulta entonces original indicar ahora cémo los
resultados resenados en la publicacién citada (la cual puede consultarse facilmente pues es de acceso

libre) respaldan el nuevo principio.

Los experimentos tratados fueron: interferencia de Young y de rejilla con electrones singulares, y de
rejilla con moléculas pesadas. Especificamente, la ecuacién (7) de (Castaneda et al., 2016) describe
la energia de la interaccién del emisor puntual real en cada abertura (pinhole) de la méascara de

Young y el emisor puntual virtual, situado en el punto medio entre las aberturas, para el caso de
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interferencia con electrones singulares. Al igual que en cualquier sistema fisico, la energia total de

las interacciones registrada por el detector resulta de la adicion de las energias de las interacciones

individuales. Con base en ello se construyeron los videos disponibles en

https://youtu.be/gcKUWLjXvBQ
https://youtu.be/R4zBLL1Wv10
https://youtu.be/wgCh709eUqE

que recrean fielmente dichos experimentos (Frabboniet al., 2012; Matteucci et al., 2013; Bach et
al., 2013). Asi, desde la perspectiva que proponemos, un electrén singular es emitido en un punto
dado de la fuente electrénica, atraviesa una de las aberturas de la méascara, interactia con el emisor
puntual virtual y, a causa de ello, su viaje hacia el detector es orientado hacia alguna de las zonas
permitidas en esa etapa del experimento. Después de su deteccidn, el siguiente electrén es emitido
y realiza los mismos pasos a través del montaje experimental. No hay por lo tanto posibilidad de
interaccion entre electrones consecutivos, y la interaccién de cada uno de ellos con el emisor puntual
virtual no representa un proceso de auto—interferencia, ya que los emisores puntuales real y virtual

son de naturaleza independiente.

La correlacion sobre la mascara de Young puede cambiarse variando tamano de la fuente emisora
de electrones, lo que causa una variacién del contraste de las franjas de interferencia. Los videos
ilustran la formacion de patrones de alto contraste, menor contraste y contraste nulo de las franjas
de interferencia. En el primer caso, el tamafio de la fuente de electrones es suficientemente pequeno
para asegurar una alta correlacién entre las aberturas de la mascara de Young, lo cual se traduce
en un emisor puntual virtual que interactia fuertemente con los emisores puntuales reales; en el
segundo caso, el tamano de la fuente se aumenta, lo cual disminuye la correlacién en la méscara y,
en consecuencia, debilita al emisor puntual virtual; y en el tercero, el tamaifio de la fuente de elec-
trones es tan grande que las aberturas de la mascara de Young se descorrelacionan completamente,

de modo que el emisor puntual virtual desaparece.

La interferencia con rejillas puede describirse como un ensamble apropiado de experimentos de
Young, realizados mediante las interacciones que se acaban de describir, entre conjuntos de emisores
puntuales reales y virtuales distribuidos apropiadamente en el plano de la rejilla. La adicién de las
energias de esas interacciones estd dada por la ecuacion (8) de la referencia citada, la cual entrega
el perfil en la Figura 4 para un experimento con electrones singulares, cuyas especificaciones se
dan en dicha referencia. Se subraya la precisiéon del ajuste entre el perfil tedrico y el resultado del
experimento.

Igualmente, se analizaron los resultados experimentales reportados en Juffman et al. (2012) de
interferencia con moléculas singulares PcHs y su derivada FyyPcHs. El andlisis se ilustra en la

Figura 6 de (Castaneda et al., 2016), la cual respalda afirmaciones de importancia resumidas asi: (i)
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Figura 4: Porcién izquierda del patrén de interferencia de campo lejano de electrones singulares, producido por una

rejilla de periodo 463nm, y el correspondiente perfil tedrico (cortesia del Prof. G. Matteucci).

la suposiciéon de una funciéon de onda plana cuantica para caracterizar la interferencia de moléculas
individuales no conduce a una prediccién correcta del patrén de interferencia por desaciertos en
su modulacién de difraccién, y (ii) el control cuidadoso de las condiciones de coherencia espacial
del experimento es suficiente para la predicciéon precisa de los patrones de interferencia, de modo
que hipdtesis adicionales como rompimiento de enlaces moleculares por colision con el sustrato de

salida y difusién de las moléculas sobre dicho sustrato (Juffman et al., 2012) son superfluas.

La alfombra de Talbot es el sistema de patrones de interferencia formados en la regién cercana a
la rejilla, cuyos maximos principales son altamente contrastados y de dimensiones menores a las de
las aberturas de la rejilla (Chapman et al., 1995; Case et al., 2009). Por este motivo, el registro de
dichos patrones es de mucho interés para la fabricacién de dispositivos fotoelectrénicos basados en
nano—filamentos (nano—wires), una tecnologia organica que intenta superar a la de silicio (Iannotta
& Toccoli, 2003). La Figura 5 ilustra la alfombra de Talbot predicha para un experimento de nanoli-
tografia para electrénica organica, propuesto en (Castaneda et al., 2016), el cual se ha disenado con
base en parametros realistas, suponiendo el uso de moléculas singulares de tetraceno y aplicando

el principio de interaccién entre emisores puntuales reales y virtuales.

Cabe destacar un aspecto particular de esta prediccion, en nuestro conocimiento no referenciado en
la literatura previa: el aumento en el periodo de los patrones con la distancia rejilla—sustrato, asi
como su distribucién no—peridédica a lo largo de esta distancia, ambos consecuencia del fenémeno
spatial frequency chirping (Castaneda, 2014), debido a la no-linealidad del argumento exponencial
en la ecuacion (2). También son evidentes las estrictas condiciones de posicionamiento del sustrato
para lograr la deposicion deseada de las moléculas, lo que refuerza la importancia del método

discutido en este articulo.

V 5 N°1 Enero-Junio de 2016 e ISSN 0121-747X / ISSN-e 2357-5749 e DOI: https://doi.org/10.15446 /rev.fac.cienc.vbn1.55861 e Articulo 93

Investigaciéon



N CASTANEDA

8.0 8.2 8.4 86 838 9.0
z (mm)

Figura 5: Carpeta de Talbot predicha para interferencia cercana con moléculas singulares de tetraceno. z es la
distancia rejilla—substrato y es la coordenada paralela al plano de la rejilla.

4. CONCLUSIONES

Hace maés de dos siglos se introdujo el principio de superposicion de ondas para explicar el fené-
meno de interferencia de la luz. Posteriormente se dedujo la ley general de interferencia que permite
predecir los patrones a la salida de un interferémetro. Hace algo menos de un siglo que se postulé
el procedimiento para obtener, de la superposicion de funciones de onda cudanticas, la densidad
de probabilidad que predice los patrones de interferencia generados por particulas singulares. Los
postulados no constituyen un principio fisico, por lo que no pueden explicar fenomenolégicamente

la interferencia de la materia.

La busqueda de un principio que explique fenomenoldgicamente y de igual manera la interferencia
tanto de la luz como de la materia, condujo a la interacciéon de emisores puntuales reales, que repre-
sentan al fenémeno fisico (ondas o particulas), con emisores puntuales virtuales, que caracterizan al
interferémetro, como la causa necesaria y suficiente de la interferencia. De esta manera, se resuelve
el halo de misterio que envolvia la interferencia de particulas singulares, manteniendo la exactitud

de las predicciones de los patrones.

Se enuncian algunas evidencias experimentales que respaldan este principio, las cuales serdn

desarrolladas en mayor detalle en la proxima entrega sobre el tema.
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