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Procesos de Renovacion

Proceso de renovacion S = {S, =T1 +Ta + -+ Tn; n € ZT}.
¥
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Proceso de conteo { Ny t € RT } para el proceso de renovacion S.
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovaciéon

Definicién (Proceso de Renovacion)

Sea {T.}nen unasucesion de variables aleatorias no negativas,
independientes e idénticamente distribuidas con funcién de distribucion
Fr(t) = P(T, <t).

Sea

Sn = zn: T-L
=1

Al proceso {Sn; n € N} se le llama Proceso de Renovacion y se nota como
S.
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Procesos de Conteo

Definicién ( Procesos de Conteo)

Sean S un proceso de renovacion y
N; := max {n ezt | Sn < t}.

Entonces se dice que {NN¢;t > 0} es el proceso de conteo para el proceso S.
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Procesos de Conteo

Definicién ( Procesos de Conteo)

Sean S un proceso de renovacion y
N; := max {n ezt | Sn < t}.

Entonces se dice que {NN¢;t > 0} es el proceso de conteo para el proceso S.

| A\

Proposicién

Sit >0yn € Z*, entonces,

Ny >n < S, <t. (1)
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Funcioén de Renovacion

Definicién ( Funcién de Renovacion)

Dado un proceso de conteo {N¢; ¢ > 0}, la funcién de renovacion se define como

M(t) = E[N¢].
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Funcioén de Renovacion

n ( Funcién de Renovac

Dado un proceso de conteo {N¢; ¢ > 0}, la funcién de renovacion se define como

M(t) = E[N¢].

Definicién ( Funcion de densidad de Renovacion)

Si M es una funcién diferenciable, la funciéon de densidad de renovacién se define
como

m(t) = %(t).
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Convolucién

Proposicién

Sean X eY dos variables aleatorias independientes con funciones de distribucion Fx
e Fy, respectivamente. Entonces la funcion de distribucion de su suma es la
convolucioén de Fx y Fy, es decir,

Fxay () = Fx * Py (t) = /Ot Fx(t — v) dFy (v).

En caso que fx y fy sean las funciones de densidad de X eY respectivamente,
entonces la funcion de densidad de X + Y es la convolucion de fx y fy, es decir,

t
fxavy () = fx * fr(t) :/0 fx (t—v) fy (v) dv.
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Convolucién

Proposicion

Si Ty, T>, ..., T, soniid con funcion de distribucion Fr, entonces, la distribucion de
susuma Sy, =3 1 ,T;es F}"), la n—ésima convolucion de Fr, es decir,
_ () = pn=D _ [ g1
Fs, () =Fp () =Fp " Fr(t)= [ Fp "(t —v)dFr(v), @)
0

en donde F\1 (t) = Fr(t).

Si las T; tienen funciones de densidad fr, entonces, la funcion de densidad de su
suma es

t
M) = 1D w (1) = / £ @ = v) fr (o) dv,
0

en donde £ (t) = fr(2).
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Procesos de Renovacién

Ecuacion fundamental de Renovacién

M(t) = E[N;] = Y k- Pr(Ny = k)
k=0
= lim_ Xn:k [P (Ne > k) — Pr(Ne > k+1)]
k=1
= lim_ > k- [Pr(Sk < t) — Pr(Skt1 < t)], por (1)
k=1

= lim Z Po(Sk <t) —nPr(Snt1) < 1)

n— oo
k=1

p”qg

P.(Sx <'t), ypor (2) se tiene que,

k=1
=> o),
k=1
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Ecuacion fundamental de Renovacién

M(t) = i FF(t) = Pr(t) + i FF (1)
k=1 k=2
= Fr(t) + i F¥ () = Pr(r) + i Pr«F® @)
k=1 k=1

= Fr(t)+ Fr+ Y F\P(t)= Fr(t) + Fr = M(t).
k=1

Teorema ( Ecuacion fundamental de Renovacion)

Si{Sn =T1+ -+ Tn;n > 1} es un proceso de renovacion, en donde la distribucion
de los T; es Fr, entonces la funcion de renovacion M, satisface la siguiente ecuacion

MO =Fr©)+ [ " Mt — v) dFr(v). @)
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Procesos de Renovacién

Transformada de Laplace

Notacion ( Transformada de Laplace )

Si f : Rt — R, su transformada de Laplace (si existe), se denota y se define como:

Frs) = /0 T .
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Transformada de Laplace

Notacion ( Transformada de Laplace )

Si f : Rt — R, su transformada de Laplace (si existe), se denota y se define como:

Frs) = /0 T .

Observacion ( Ecuacion fundamental de Renovacion en términos de TL )

N - O R 10
M*(s) 1—sFj(s) s(1—fa(s))’
N0

AN @
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Aproximaciones

Notacion (Momentos de orden n.)

Los momentos de orden n de la variable T, se notaran como:

,u:E[T}, ,u;:E[T"], n=0,1,...

f1(s)

Por (4) m™(s) = 1= fi(s)
T

y notando que m*(s) tiene una singularidad en s = 0, entonces

A B (5)

m*(s)zi )
s s — S0

m(t) = A+ Bel*0,
B(1—et®0
B(l—e) ®)

M(t) =~ At — -
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Aproximaciones

Se sabe que
* ( 1)71 " ’
fr(s) = Z ————— ), entonces,

n=0

s(s—sg)m™(s) = (s —sg)A+ sB, por(5),

RO
=750 =~ (s — sg)A + sB, por(4),

s (s — s0) f1(s)

s(s—sp)

[(s —s0)A+sB][1— f1(s)], vy seobtiene:

Q

1
A=—,
n
—2
B syt w
2u2
6#(#’2*%)
S0 T —3
pplh — 3
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Procesos de Renovacion

Proceso de renovacion retardado S = {Sp, =W +T1 + To + -+ + Tn; n € ZT }.

v

w

t 7 t 7, 4 t

$1

Sz

S3

S4

Proceso de conteo { N¢g; t €R } para el proceso de renovacion retardado S.
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Procesos de Renovacion

Procesos de Renovacién

Procesos de Renovacion retardados

Si {S =W+Ti+ - +Tp;n> 1} es un proceso de renovacion retardado, en
donde la distribucién de los T; es Frr y la distribuciéon de W es Fyy, entonces,

t
M(t) =Fw(t) +/0 M(t —v)dFr(v),

t
m(t) =fw(t) +/(; m(t —v) fr(v) dv,

* * (7)
*(g) = Fw(s) _ fw(s)
M™(s) 1—sFj(s) s(1—fx(s)’
S ()
TR
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Funcion de Disponibilidad

Conteos de fallas y reparaciones
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Funcion de Disponibilidad

Funcion de Disponibilidad

Conteos de fallas y reparaciones

i. {Un}n>1 Indica los tiempos de actividad sucesivas del componente.

Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion F; .
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Funcion de Disponibilidad

Funcion de Disponibilidad

Conteos de fallas y reparaciones

i. {Un}n>1 Indica los tiempos de actividad sucesivas del componente.
Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion F; .
i. {Dn}n>1 son los correspondientes tiempos de inactividad del componente.

Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion Fr, .
Ademas se supone que U, es independiente de D, para todo i, j € zt.
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Funcion de Disponibilidad

Funcion de Disponibilidad

Conteos de fallas y reparaciones

i. {Un}n>1 Indica los tiempos de actividad sucesivas del componente.
Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion F; .
i. {Dn}n>1 son los correspondientes tiempos de inactividad del componente.

Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion Fr, .
Ademas se supone que U, es independiente de D, para todo i, j € zt.

ii. Ny(t) = Numero de fallas que ocurren hasta el tiempo t.
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Funcion de Disponibilidad

Funcion de Disponibilidad

Conteos de fallas y reparaciones

i. {Un}n>1 Indica los tiempos de actividad sucesivas del componente.
Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion F; .
i. {Dn}n>1 son los correspondientes tiempos de inactividad del componente.

Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion Fr, .
Ademas se supone que U, es independiente de D, para todo i, j € zt.

ii. Ny(t) = Numero de fallas que ocurren hasta el tiempo t.
iv. Np(t) = Ndmero de reparaciones finalizadas hasta el tiempo t.
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Funcion de Disponibilidad

Funcion de Disponibilidad

Conteos de fallas y reparaciones

i. {Un}n>1 Indica los tiempos de actividad sucesivas del componente.
Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion F; .

i. {Dn}n>1 son los correspondientes tiempos de inactividad del componente.
Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion Fr, .
Ademas se supone que U, es independiente de D, para todo i, j € zt.

ii. Ny(t) = Numero de fallas que ocurren hasta el tiempo t.
iv. Np(t) = Ndmero de reparaciones finalizadas hasta el tiempo t.
V. My(t) = E[Ny(t)], Renovacidn de fallas hasta el tiempo t.
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Funcion de Disponibilidad

Funcion de Disponibilidad

Conteos de fallas y reparaciones

i. {Un}n>1 Indica los tiempos de actividad sucesivas del componente.
Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion F; .
i. {Dn}n>1 son los correspondientes tiempos de inactividad del componente.

Se suponen independientes e idénticamente distribuidas con distribucion Fr, .
Ademas se supone que U, es independiente de D, para todo i, j € zt.

ii. Ny(t) = Numero de fallas que ocurren hasta el tiempo t.

iv. Np(t) = Ndmero de reparaciones finalizadas hasta el tiempo t.
v(t) = E[Ny(t)], Renovacicn de fallas hasta el tiempo t.
() =

Mp(t

E[Np(t)], Renovacidn de reparaciones hasta el tiempo t.
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Funcion de Disponibilidad

Proceso de falla y reparacion.

3 e = N(t)

Uo Dy Ui D U Ds Us

Procesos de conteo { Ny (¢); ¢ > 0} del nimero de fallas.

t
MU(t):FU(t)—i-/O My(t—v)dFusp, por (7).
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Funcion de Disponibilidad

Proceso de falla y reparacion.

\

Uy D U; D; Us Ds Us Ds

Procesos de conteo { Np(t);t > 0} del nimero de reparaciones finalizadas.

t
MD(t):FU+D(t)+/O MD(t—’l))dFU+D, pOI’(S)
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Funcion de Disponibilidad

Funcion de Disponibilidad

Definicién (Funcion de Disponibilidad)

Se define

X(t) = 1, sien elinstantet el componente esta en funcionamiento,
|0, sien elinstantet el componente estéa siendo reparado.

La funcién de disponibilidad en un tiempo t se define como

A(t) = Pr(X(t) =1).
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Funcion de Disponibilidad

Funcion de Disponibilidad

Propiedades

Observacion

X(t) =1 & Np(t) = Ny ().
X(t) =0 < Np(t) = Ny(t) — 1.
Luego, My (t) — Mp(t) = E[Ny(t) — Np(t)]
=E [Ny(t) — Np(t)|X(t) = 1] P-(X(t) =1)
+ E [Ny (t) — Np(t)| X (t) = 0] P-(X(t) =0)
=P (X(t)=0) =1—A().

Asi, A(t) =1+ Mp(t) — My(t). (8)

Seminario Institucional de Estadistica - UN - Medellin. Aproximaciones para la funcion de Disponibilidad
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Funcion de Disponibilidad

Ecuacién de disponibilidad

A(t) = 14 Mp(t) — My(t)

t
14 Fuan(®) +/0 Mb(t — v) dFy4p(v)

t
—FU(t)—/O MU(t—v)dFU+D(U)

14 Fuyn() — Fu(t) + /Ot [Mp (¢t — v) — My (t — v)] dFy+.0(v)

L+ Frn(®) = Fr(®) + [ [Alt =)~ 1] dFo4p(0)

©
= 1- Fy(t)+ / A(t — v) dFy 4 p(v), 0 equivalentemente, ©)
JO

1—f5(s)

44’((5) = —S (l — fl*;+D(3)) o
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Aproximaciones

SeaZ =U + D.
Parai = U, D y Z se tiene que:

@ f; es la funcién de densidad de la variable .

@ F; es la funcion de distribucion de la variable i.

@ F; es la funcién de supervivencia de la variable i.
() y; , es el momento j-ésimo de la variable i, es decir,

wii = E [i7]

proximaciones para la funcion de Disponibilidad
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Aproximaciones

Aproximacion 1

Propos

z . ’ ’ . . .
Supdngase que los dos primeros momentos i, ¥ i, del tiempo en funcionamiento

U y los dos primeros momentos ;/1 pY ,u; p del tiempo en reparacion D existen y son
conocidos. Entonces, la funcion de disponibilidad se puede aproximar por

/

’
j U
Al (t) = ’ 1U ! + ! lD 7’ 650t7 (11)
Py tHip Mg tHip

en donde , ,
21 7z Hip
!’ ’ ’7 ! -
i Hoz — Ha z Koy

so = —
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Aproximaciones

Aproximacion 2

Proposicién

Supdngase que los dos primeros r/nome/ntos N:w y ﬂ;U del tiempo en funcionamiento
U y los tres primeros momentos (i, ,, i, ¥ ii5, del tiempo en funcionamiento y
reparacion Z existen y son conocidos. Entonces, la funcion de disponibilidad se puede
aproximar por

;2 ’ ’ N .
217 €10 + 2pp pyy (1—€%2) — pyy (et — e%21)

2 ) (12)

Ao (t) =

2”12

en donde )

’ !’ !

o _6(N22_2“1Z ) Bz y
- ’ ’ r 2
2p37 M1y — 3Hgy

! ’ ’ ’
6 (1oy — 2y Haig ) g
’ ’ ;2 ’ ’ ’ ’ ;2 °
237 Wz — BHoy T 6Ly 1y iy — 6oy By

S = —
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Aproximacion 3

Proposicién

Si se realiza una particion del intervalo (0,t) enn subintervalos de longitud A = t/n,
esdecir,to =0yt;, =t;—1 + A parai =1,2,...,n. Entonces, se obtiene la siguiente
aproximacion para A(t):

Az(t:) = Fu(ts) + A D As(te—1) fz((i—k+1)A) (13)
k=1

parai=1,2,...,n.
En este caso,
A(t;) = As(t;) + o(A), paratodoi =1,2,...,n,

o(A)

S =o.

en donde o(A) significa que lima ¢
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Aproximaciones

Ejemplo 1: Exponencial - Exponencial

Si U ~ exp(a) y D ~ exp(B) entonces

/ 1 ’ 2 ’ 1 ’ 2
#1u—a7 :LLQU_a27 HlD—ﬁ, HzD—527

r a4+ p / _2(a2+62+a5)
Mz=op Mz= T
o 6(a+pB)(a?+8%)
Baz == 3gs
so = s1 = s2 = —(a + B), los cuales son no positivos y asi,
B _Y (etB)t

Al(t):AQ(t):oc—‘rﬁ ot B

las cuales coinciden con la solucién analitica de un Proceso de Markov de dos

estados.
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Aproximaciones

Ejemplo 2: Exponencial - Constante

SiU ~exp(1/3)y Fp(t) = H(t — 1) (con el tiempo medido en horas), entonces

U~Exp(1/3) - D: Constant=1

09 i

Availability
o o
o T o 2
N 5 e &

o
@
&

o
=)

¢ Exact ]

o
o
&

o
o
o

Time [t hours]
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Aproximaciones

Ejemplo 3: Gamma - Gamma

Tiempo (en horas) de funcionamiento (U) y de reparacién (D) de un equipo altamente
especializado en la perforacion, para la busqueda de petréleo.

U (horas) D (horas) U (horas) D (horas)
4,08 6,27 5,83 0,71
8,25 1,78 10,81 1,53
2,49 0,67 2,22 8,94
2,60 3,19 10,73 5,99
13,24 5,18 7,13 6,21
1,77 0,48 7,24 2,66
4,63 5,50 4,73 3,66
4,01 2,20 5,13 10,01
1,27 3,10 6,44 2,04
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Aproximaciones

SiU ~ T'(k—m,\) yD ~ I'(m,\), donde m < k and A > 0. Entonces la funcién de
disponibilidad A(t) puede ser expresada por (Ver Bednara ([1], 2008)) :

k—1
]. T r
A(t) = E g . isr (1 _ 67)\t(17€ )) (1 _ Er'm) + 17 (14)

r=1

donde € = exp (%)

En este ejemplo se comprob6 que

U~T(3,05) y D~ T(20.5).
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Aproximaciones

t (horas) | Mp(t)

0 0

5 0.1
10 0.6
15 1.1
20 1.6
30 2.6
50 4.6
100 9.6

Mp(t) es el nUmero esperado de reparaciones finalizadas hasta el tiempo t¢.
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Aproximaciones

U~T(3,0.5) - D~I'(2,0.5)

Availabllity

o o o o o

& o 5 N o=

R R
&

=}
w
L

=]
[N}

Exact [
Ap1
0.1 —_— Ap2 H
¢ Ap3
0 L . . . i

0 5 10 15 20 25 30

Time [t hours]
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