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Introduccién

© Introduccion
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Introduccién

Motivacion

Analisis de datos longitudinales.
o Naturaleza de la variable respuesta.
o Naturaleza de las observaciones repetidas.

¢ Flexibilidad en la suposicion de normalidadd de la distribucion de
los efectos aleatorios.
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Introduccién

Estudio oftalmologico

Individuos: 29 pacientes.

Variable respuesta: Porcentaje de gas presente en los ojos del
paciente i en el tiempo j,coni=1,...,29yj=1,....n;.

Tiempo: Dias después de la cirugia (3,4,...,15).

Variable regresora: Concentracion de gas intraocular (15 %, 20 %, 25 %).
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Introduccién

Grafico de perfil

&

S

Porcentagem de gés

Figura 1: Gréfico de perfil del porcentaje de gas presente en los ojos de los
pacientes segun los niveles de concentracion de gas.
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Introduccién

Modelo de regresion beta

Paolino (2001)

Kieschnick y McCullough (2003)

Ferrari y Cribari-Neto (2004)

Rigby y Stasinopoulos (2005)

Simas, Barreto-Souza y Rocha (2010)

Ospina y Ferrari (2012)
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Introduccién

Distribucion beta

Parametrizacion de la distribucion beta propuesta por Ferrari y Cribari-
Neto (2004).

La funcién de densidad de probabilidad de la distribucién beta deno-
tada por Be(u, ¢) es definida como

Ol e) = F(W)FF(((Q:)_ M)¢)y“¢‘l(l —y)ITeTl o<y <1 (1)

con0<pu<lyeo>0.

La media y la varianza de Y estan dadas por

E(Y) =
p(l— p)
l+¢
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Introduccién

Distribucion beta

La fungao de densidad de probabilidad de la distribucion beta, deno-
tada por Be(u, o), se define como

1

f(y\u,o):B(a B)y“’l(lfy)ﬁ’l, 0<y<l (2)
donde
(1l —a?)
OZZT,
_ _ 2
5:(1 ML(ZI 0)7

con0<pu<lylO<o<l.

La media y la varianza de Y estan dadas por
EY) = n,
Var(Y) = o?u(l —p).



Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

de regresion beta con int

6n beta con int

® Modelos de regresion beta con efectos aleatorios
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

Modelo de regresion beta con intercepto aleatorio normal
torio no normal

® Modelos de regresion beta con efectos aleatorios
Modelo de regresion beta con intercepto aleatorio normal
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios .
io normal

no normal
ente aleatoria

Modelo de regresion beta con intercepto
aleatorio normal

En los modelos de regresién beta con interceptos aleatorios
normales se asume que

e La distribucién condicional de y; dados los efectos aleatorios si-
gue una distribucién beta con funcdo de densidad de probabilidad
dada en (2),

o dados los efectos aleatorios, 10S yi1, yn, . - ., Y, SON independien-
tes,y

o los efectos aleatorios v, € v son independientes e identicamente
distribuidos con distribuciones N(0, A1) y N(0, X,), respectivamen-
te.
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios " . .
Modelo de regresion beta con intercepto aleatorio normal

n beta con ir rio no normal
eta con ir p diente aleatoric

Modelo de regresion beta con intercepto
aleatorio normal

La formulacion del modelo es

ind
i | v iz ~ Be (i, 0j),
"
v REN(0, ),

i N0, M),

g1(py) = mgy = X538y + 7,
g (0y) = myp = xiszﬁz + Yi2-
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

Funciones de enlace

Cuadro 1: Funciones de enlace.

Funcion de enlace g1(p) m
logit log {u/(1 = p)}  exp(m)/{1+exp(m)}
probit > (1) ®(m)

conplemento log-log  log {—1log(1 — u)} 1 —exp{—exp(m)}
log-log —log {—log(n)} exp {—exp(—m)}

Cauchy tan {m(u —0,5)} {arctan(n;)/7} + 0,5
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios .
ode de regresion beta con intercepto io normal

no normal
ente aleatoria

Maxima verosimilitud aproximada

Asumiendo que los N individuos son independientes la funcién de ve-
rosimilitud toma la forma

H// Hf Yij ‘ 71177127/3“/82) f(’Ytla)\l)f(%Zv)\Z) dvidyp,

i=1

Las integrales de L(#) son evaluadas por medio de cuadratura de
Gauss-Hermite.

Logaritmo de la funcion de verosimilitud aproximada

O O m

Zlog Z Z Hf Vi | \[)\lzkl’\f)‘Zkaﬁl,,Gz)WkIWb

k[—] kz—l j—l
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios . .
delo de regresion beta con intercepto aleatorio normal
ta

Prediccion de los efectos aleatorios

Mejor predictor empirico de Bayes

f fRz Vil f[f(yij | %17%2;[31,52)f(%1; 5\1)]0(%‘2; 5\2)d%'1d%2
’S/il = )
I Jre Hf vis | ity vi2s B Bo)f (virs M) (23 \2) dyindyin

ffRz Vi2 Hf Yij | 7117%2;ﬁ1aﬁ2)f(7117 )f(’)’iz; 5\2)61’71'161%'2
’3/12 - )
I Jge Hlf()’ij | ity Yi2; Bry Bo)f (irs M) (i Ao) dyindyia
=
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

n b nir
6n beta con int
6N beta con inte

® Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

Modelos de regresion beta con intercepto aleatorio no normall
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios
io no normal

Modelo de regresion beta con intercepto aleatorio
no normal

En los modelos de regresion beta con interceptos aleatorios no
normales se asume que

e La distribucién condicional de y; dados los efectos aleatorios si-
gue uma distribuicao beta con funciéon de densidad de probabili-
dad dada en (2),

e dados los efectos aleatorios, 10S yi1, yn, . - ., ym, SON independien-
tes,y

o los efectos aleatorios v, ¥ 7,2 son independientes e identicamente
distribuidos con fungdes densidades de probabilidad f(yi1; A1) ¥
Sf(vi2; X2), respectivamente.

Olga Cecilia Usuga Manco Modelos de regresion beta mixtos



Modelos de regresion beta con efectos aleatorios S " " ,, . _
Modelo de resion beta con intercepto aleatorio normal

Modelos de regresion beta con intercepto aleatorio no normal
Modelos de regresion beta con intercepto y pendiente aleatoria

Modelo de regresion beta con intercepto aleatorio
no normal

La formulacion del modelo es

ind
i | i v ~ Be(ij, o),
ii.d
il S S Ar), (3)
ii.d
Y X (s M),
g1 (1) = Myt = X8 + it
82(05) = nip = X8 + i,
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios S " " ,, . _
Modelo de resion beta con intercepto aleatorio normal

Modelos de regresion beta con intercepto aleatorio no normal
Modelos de regresion beta con intercepto y pendiente aleatoria

Distribuciones de los interceptos aleatorios

e Distribucién log-gama

e Distribucion t-Student

e Distribucién exponencial potencia
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

io no normal

Maxima verosimilitud aproximada

El método de estimacion usado es maxima verosimilitud aproximada
y esta basado en el trabajo de Liu y Yu (2008).

Funcion de verosimilitud

n;

H// Hf Yij | v, viz; Bry Ba) - f (vins M)f (vias A2) dvindyia

Funcion de verosimilitud reformulada

- - i3 A 2; A
) = 1_[//]}{2 [1r0al %‘17712;ﬁpﬁz)'f(;(%)l)f(;(zw)z) o) (vi2) dryindyia
i=1 j=1 ! !

Funcion de log-verosimilitud aproximada
Q1 O

f(ZkHAl)fM
Zlog ;;Hf Yii | 21,2003 B, Ba) - 6z) () Wi, Wiy
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios P
torio normal

rio no normal

Modelos de regresion beta con intercepto y pendiente aleatoria

® Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

Modelos de regresion beta con intercepto y pendiente aleatoria
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

no normal
nte aleatoria

Modelos de regresion beta con intercepto y
pendinete aleatoria

En los modelos de regresion beta con intercepto y pendiente
aleatoria se asume que

e La distribucién condicional de y; dados los efectos aleatorios si-
gue una distribucion beta con funcion de densidad de probabili-
dad dada en (2),

e dados los efectos aleatorios, 10S y;1,yi2, - - ., i, SON independen-
tes,y

e |os efectos aleatorios ~;, y 7,, son independientes e identicamen-
te distribuidos con distribuciones elipticas bivariadas EL (0, %) y
ElL(0,33,), respectivamente.
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios i .
orio normal
torio no normal
ndiente aleatoria

Modelos de regresion beta con intercepto y
pendiente aleatoria

La formulacion del modelo es

ind
Vi | Yit, Y ~ Be(pij, 05),
Yil Lfl\.sj El2(07 El)a (5)

Yi2 s EL(0,%,),

g1 (1) = mijn :xglﬁl +Z§1’Yi1,

T T
g2(03) = mip = XpBr + Vi
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios -

no normal
nte aleatoria

Estructuras de varianza-covarianza

Cuadro 2: Estructuras de varianza-covarianza

Estructura Ejemplo NUmero de parametros
TN CEY 1
cv ( Aol fz ) 2
AR(1) ( pAA ”AA ) 2
SCH ( , \/%' = Ni\@ ) 3
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios

Modelos de regresion beta con intercepto y pendiente aleatoria

Distribuciones de los efectos aleatorios

e Distribucién normal

e Distribucion t-Student

e Distribucién exponencial potencia
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Modelos de regresion beta con efectos aleatorios . _
leatorio normal

Maxima verosimilitud aproximada

Funcion de verosimilitud

n;

N
L(9) = H /]R4 Hf(yij | Yits Vi3 B> Ba) - f (Vs Z)f (Vi3 2) dyn -
i=1 J

1

Funcion de verosimilitud reformulada

al i N> >
L(6) = I_I/R4 Hf(yij | ’7”»’7;2%,317/Bz)‘f(gél,;.l)l)f(géz,;z)ﬁ (Vi) o(vi2) dvndin,
i=1 =1 i i

Logaritmo de la funcion de verosimilitud

N n:

E ‘ Fvis 21) f(vi; )
£0) = 1 i | Yt Y2 Bi» . : eyndvs | -
(9) - 0g (/]R“.,l}f(yj | Vit Yi2s B1, Ba) (v () S(vi)o(vi2) dvan ’72)
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

® Seleccion del modelo y analisis de residuos
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Seleccidon del modelo

El método de seleccion propuesto de los modelos de regresion beta
con efectos aleatorios para datos longitudinales esta basado en los
métodos de seleccién de los modelos

o Aditivos generalizados para posicién, escala y forma, Stasinopou-
los, et.al (2012)

o Modelos lineales mixtos para datos longitudinales, Ryoo(2010)

Olga Cecilia Usuga Manco Modelos de regresion beta mixtos



Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Seleccidon del modelo

1. Asumiendo o constante
y desconocida seleccionar
modelo para p (M1)

Ajustar
modelo de intercepto
aleatorio saturado

2. Fijar modelo de Ajustar modelo de

1y seleccionar intercepto aleatorio
modelo para o (M2)

3. Fijar modelo de L . i
o y seleccionar Adicionar el tiempo Eliminar o tempo

modelo para p (M3)

Adicionar varia- Adicionar varia-
bles regresoras bles regresoras

Adicionar in- Adicionar in-
teracciones teracciones

Adicionar Adicionar

efectos aleatorios

efectos aleatorios
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Analisis de residuos

Residuo cuantil aleatorizado

Residuo condicional

Residuo marginal

Residuo aleatorio
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Analisis de residuos

¢ Residuo cuantil aleatorizado propuesto por Dunn y Smyth (1996)
rg; = @7 (F(yys g, 63))
donde ji; = gi' (&%, B1 + A1) Y 65 = & (x1,B: + 4in).

e Residuo condicional

i —EQy | vi1,70)
Tey = ,

o~

Var (y; | yir; 7i2)

donde E (vj | 71, v2) = fiy y Var (v | vin, vi2) = G5f(1 — fiy)-
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Analisis de residuos

e Residuo marginal

donde

1
E(y;) =1 —E (m) s

Vi E ! E : C b aE e E ( - >
ar (vy) = ((1 + aeMil )2) B 1 + ae™il ta (1 4 beiz)? (1 +aen)? )’
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Analisis de residuos

¢ Residuo aleatorio .
_ it

H —~
Var(v;)
iz
Var(vi2)

o
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Estudios de simulacion

@ Evaluar el desempeio del proceso de estimacion.

® Estudiar el comportamiento de las distribuciones empiricas de los
residuos propuestos.
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Estudios de simulacion

Los datos fueron generados de acuerdo con el modelo

ind
i | v, iz ~ Be (15, 0),

d
i1 I'I\“ f(%h A1)

%2 ~ f(%z, A2),

logit (p) = Bui + Baxi + Baity + i,
logit (o) = B2 + Baxxyj + Bty + Vi,
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Estudios de simulacion

e By =B, =(-0,15;0,15,-0,15)"

N = 20,40, 60, 100,150 y n; = 3,5, 8, 12.

)\1 :)\2:0,5;1,0;],5.

)\1 = )\2 = 0,22; 0,70; 1,22.

o =734

A =0,44;0,89;1,33y v = 1,5.
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Estudios de simulacion

El desempefo del proceso de estimacion fue evaluado por medio de la
raiz del error cuadratico medio (REQM) propuesta por Wissel (2009)
y definida cono

REQM = (traza(%(0)) + (6 — 6)7(6 — 6))'/.

Valores de la REQM préximos de cero indican buen desempefio en el
proceso de estimacion.
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Estudios de simulacion

Los datos fueron generados de acuerdo con el modelo

ind
ilvi ™~ Be(uy, o),
i.i.d
Y N N2 (0, 3),

con
logit (1;7) = (B11 + virr) + (Ba1 + vi21)tijn s (8)

e 3, =(-0,3;0,6)", X\, = (0,5;0,3)T y p; = —0,5.

* S =-2,0.

e Numero de individuos N = 15,20, 30.

e Numero de observaciones por individuo n; = 4,6, 8, 10.
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Estudo de simulacao

El proceso de estimacion mejora su desempeno en la medida que
e La cantidad de informacién por individuo aumenta.
¢ La cantidade de individuos en el estudio longitudinal aumenta.

e La variabilidad de la distribucion de los interceptos aleatorios
asociados a p y o disminuye.

e Las estructuras de varianza-covarianza son simples.
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Seleccion del modelo y andlisis de residuos

Distribucion empirica de los residuos

e La distribucion empirica del residuo cuantil aleatorizado sigue
una distribucién aproximadamente normal.

e Las distribuciones empiricas de los residuos condicional, margi-
nal y aleatorios presentan asimetria.

e Se recomienda el residuo cuantil aleatorizado para realizar anali-
sisi de residuos de los modelos propuestos.
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Aplicacion

@ Aplicacion
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Aplicacion

Estudio oftalmologico

Individuos: 29 pacientes.

Variable respuesta: y;: Porcentaje de gas presente en los ojos
del paciente i en el tiempo j,coni=1,...,29yj=1,....n;.

Tiempo: Dias después de la cirugia (3,4, ...,15).

Variable regresora: Concentracién estandar de gas

—1 sila concentraciéon de gas es 15%
Xj=——= 0 silaconcentracién de gas es 20 %
1 sila concentracion de gas es 25 %.
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Aplicacion

Estudio oftalmologico

El modelo ajustado a los datos fue

ind
i | i, v ~ Be(pij, o),
Vil I’I\g N(Oa )‘%)7
Vi2 e N(Oa )‘%)’

con

logit (1) = Bi1 + Barlog (1) + Barxij + i,
logit (o) = B2 + -
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Aplicacion

Estudio oftalmologico

Cuadro 3: Estimaciones, errores estandar y valores-p del modelo beta
normal ajustado a los datos de pocentaje de gas presente en los ojos.

Parametro Estimacion  Error  valor-p

4 Bu 1,673 0,120 2,00e-16
B3 -0,262 0,015 2,00e-16
Bai 0,314 0,080 9,31e-05

o B2 -1,166 0,119 2,00e-16

H Al 1,109 0,093

o A2 0,322 0,156
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Aplicacion

Estudio oftalmologico

do do residuo quantil aleatorizado

Valor absoluto ordenado do residuo condicional padronizado
Valor absoluto ordenado do residuo marginal padronizado

00 05 10 15 20 25 00 05 10 15 20 25 00 05 10 15 20 25

Valor esperado da estatistica de ordem meio-normal Valor esperado da estatistica de ordem meio-normal Valor esperado da estatistica de ordem meio-normal

Figura 2: Gréficos de probabilidad medio-normal del residuo cuantil
aleatorizado, condicional y marginal del modelo beta normal ajustado a los
datos del porcentaje de gas presente en los ojos de los pacientes.
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Paquete BLMM

@® Paquete BLMM
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Paquete BLMM

Paquete BLMM

El objetivo principal del paquete BLMM es ajustar modelos de
regresion beta con efectos aleatorios.

e blmmML
e print.olmmML
e summary.blmmML

e GHQ (pruning)
e re.prediction

e residuals.blmmML
e halfnorm
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Paquete BLMM

Funcion bimmML

blmmML (formula, sigma.formula, data,
param = "BE_DISP",
link.mu = "logit", link.sigma = "logit",
re.dist.mu = "NORMAL",
re.dist.sigma = "NORMAL",
varcov = "CSH", method = "GHQ",
n.points = 10,
optimizer = "nlminb",
optim.method = "Nelder-Mead",
control = list (), A = NULL,
transf.par.disp = FALSE)
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Conclusiones

@ Conclusiones
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Conclusiones

Conclusoes

e Los modelos con intercepto aleatorio son versatiles debido a su
flexibilidad para capturar comportamientos normales, no norma-
les y asimetricos que pueden ocurrir al nivel de los efectos alea-
torios.

e La inclusion de intercepto y pendiente aleatoria en la estructura
de regresion del modelo enrriquece la clase de modelos de re-
gresion beta con efectos aleatorios dado que la correlacion entre
observaciones del mismo individuo es acomodada de forma sis-
tematica por medio de las estructuras de varianza-covarianza.

e La metodologia presentada es una herramienta completa y fle-
xible para el analisis de datos longitudinales y correlacionados
restrictos a un intervalo con heterogeneidad entre individuos en
los coeficientes de regresion como el intercepto y la pendiente
aleatoria.
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Conclusiones
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